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Introduction 

La cohomologie rigide, introduite par Berthelot (J] es t une théorie cohomologique p- 



adique. C'est une généralisation de la cohomologie de Monsky-Washnitzer |ï7j et de la 
cohomologie cristalline Berthelot a démontré qu'elle vérifiait la propriété de finitude 
||, la dualité de Poincaré et la formule de Kiinneth ||. Dans cet article nous étudions 



les classes de Chern. Dans plfl nous nous intéresserons au cas des classes de cycles. Nous 
obtenons que la cohomologie rigide satisfait tous les axiomes des cohomologies de Weil. 
Précisons les différentes parties de l'article. 

Nous commençerons par un chapitre préliminaire, dans lequel on trouvera des rappels 
sur la définition de la cohomologie rigide ainsi que sur ses propriétées. 
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Dans le deuxième chapitre nous construisons les classes de Chern pour les variétés pro- 
pres. Du fait de la définition même de la cohomologie rigide, cette construction s'apparente 
à une variante rigide des constructions de classes de Chern en cohomologie de De Rham. 
Cette méthode a l'avantage d'être élémentaire et explicite. Cependant, il semble difficile - 
ou au moins laborieux - de démontrer l'additivité de classes de Chern ainsi construites. 

Dans le troisième chapitre, après avoir fait des rappels sur la cohomologie cristalline de 
niveau m, nous construisons des classes de Chern à valeur dans cette dernière en nous 
basant sur la construction des classes de Chern en cohomologie cristalline de Berthelot et 



Illusie ||10|| . Cela nous permet de réinterpreter la construction des classes de Chern rigides. 
Cette méthode à l'avantage de donner une construction plus intrinsèque ce qui nous permet 
d'utiliser les méthodes classiques (restriction à un cas universel) pour démontrer l'additivité 
des classes de Chern. 

On donnera aussi des théorèmes de comparaison entre nos classes de Chern et les classes 



de Chern cristallines ou les classes de Chern à valeur dans le topos convergent d'Ogus |]2Ô 
construites par Niziol pl. 



Dans le quatrième chapitre, nous nous intéressons aux variétés non nécessairement pro- 
pres. Nous établissons quelques lemmes relatifs aux faisceaux localement libres et aux com- 
pactifications. L'outil principal est le théorème de platification par éclatement de Raynaud- 
Gruson [f24|| . Nous démontrons, par la suite, le théorème principal qui stipule que pour 
calculer la première classe de Chern d'un faisceau inversible J2? sur une variété X, il suffit 
de trouver un faisceau inversible Jzf sur un compactifié X de X se restreignant à J?f sur 
cette dernière et de prendre l'image de la première classe de Chern de Jzf par le morphisme 
de fonctorialité H^ ig (X) — > H^ ig (X). Nous montrons en effet (théorème |4.2.1|) que la classe 



ainsi trouvée ne dépend pas des choix faits. Nous construisons ensuite les autres classes de 
Chern de manière classique à l'aide de fibrés projectifs. 

Cet article est la première partie - légèrement modifiée - de ma thèse de doctorat 



Je tiens à remercier P. Berthelot pour tous les conseils qu'il m'a prodigués tout au long de 
la rédaction de cet article. 



1. Préliminaires et notations 

Tout au long de cet article, k désignera un corps de caractéristique p > 0. On appelera 
k- variété un schéma séparé de type fini sur Spec (k). On se donne un anneau de valuation 
discrète complet d'inégale caractéristique Y de corps résiduel k. On note alors K son corps 
des fractions. 

Rappelons pour commencer la construction de la cohomologie rigide [0]. Soit X une 



k- variété. Il existe d'après Nagata ||18|| , une variété propre X et une immersion ouverte 
j : X <^-> X. On suppose alors qu'il existe une immersion fermée X <^-> "W dans un schéma 
formel W sur Spf {Y) lisse au voisinage de X - cette condition technique peut être sup- 
primée en utilisant des résolutions de Cech, nous la garderons pour simplifier le propos. 
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On considère la fibre générique rigide Y de W |^3| et on note sp : Y — » *3/ le morphisme 
de spécialisation. Rappelons || 1.1] que si on note la réduction de <3f sur k, on appelle, 
pour tout sous-fc-schéma T de Wq, tube de T et on note ]T[ le sous-ensemble sp _1 (T) des 
points de Y qui se spécialisent dans T. 

Avec les notations précédentes, on appelle voisinage strict || 1.2] de ]X[ dans tout 
ouvert V de ]X[ tel que le recouvrement (V, ]X — X[) soit admissible. Dès lors, pour tout 
faisceau S sur ]X[, on note 

j^é> := lim oty^ciyS, 

V 

où la limite inductive est prise sur tous les voisinages stricts de ]X[ dans ]X[ et ay désigne 
l'inclusion V <^-*]X[. 

On sait alors || que le complexe Rsp^fK^ vu comme objet de la catégorie dérivée des 

complexes de if-vectoriels sur X est indépendant à isomorphisme canonique près du choix 
de & . On posera donc : 

RT ng ((X,X)/K) := Raprftn^. 
Berthelot montre alors que les groupes de cohomologie 

wÇx^sp^n^) 

ne dépendent pas de la compactification X choisie. 
On pose donc 

Hi ig {X/K) :=H%X,RspJn* Y[ ). 

Quand il n'y aura pas d'ambiguïté sur la compactification nous noterons WT rig (X/K) 
pour Rsp#jiQ%£.. 

2. Cas des variétés propres 

On va se restreindre au cas des variétés propres. Nous allons construire la première classe 
de Chern d'un faisceau inversible à l'aide d'un calcul de cocycle. 

Remarque : Pour une fc-variété propre, la cohomologie rigide est isomorphe à la coho- 
mologie du topos convergent d'Ogus ||2(|. Nos calculs ne sont donc qu'une réinterprétation 
de la construction des classes de Chern à valeurs dans le topos convergent |Ï9|, A] (propo- 
sition |3.6.6|) . Cependant ce calcul de cocycle sera nécessaire pour pouvoir étudier par la 



suite le cas des variétés ouvertes. 

2.1. Première classe de Chern. Soient X une variété propre, un faisceau inversible 
sur X et une immersion fermée X dans un schéma formel sur Spf (Y) lisse au 

voisinage de X. 

Lemme 2.1.1. // existe un recouvrement affine il = (^)ieA de & tel que si on note ilx 
le recouvrement induit par il sur X, le faisceau & soit trivialisé sur Six- 
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DÉMONSTRATION : Quitte à prendre un recouvrement affine de W on peut supposer que 
W et X sont affines. On pose alors *3f = Spf (sé) et X = Spec (A) où A = jl. On choisit 
un recouvrement il = (Xj)j g A de X trivialisant & . Quitte à raffiner le recouvrement, on 
peut supposer que pour tout i G A, il existe fi G A tel que Xi = D(fi). Pour tout i G A, on 
choisit alors f\ un relèvement de fi dans les ouverts Spf (&?j.) recouvrent alors l'image 
de X dans IV . En rajoutant des ouverts de <3f — X , on obtient le recouvrement voulu. 

□ 

On choisit donc un tel recouvrement il = (^)ieA- Dès lors on considère ilx = (Xj) ie A 
le recouvrement induit sur X. Pour tout i G /, on notera % = Spf (^), Xj = Spec (Ai) 
où = séijîi. On se donne alors un cocycle (u) G Z 1 (ilx, & x ) représentant la classe du 
faisceau & dans R l {SXx-, @x)- 

Commençons par un lemme : 

Lemme 2.1.2. Soit = Spf (sé) un Y -schéma formel affine. Soit X = Spec (A) un 
fermé de la fibre spéciale ^ de #o. On note ]X[ le tube de X dans la fibre générique rigide 
Y = Wk- Pour tout û G sé relevant un élément inversible u de A, la restriction de u à]X[ 
est inversible. 

DÉMONSTRATION : On note v l'inverse de u dans A et on choisit v un relèvement de v 
dans . Dès lors, si on note / le noyau de l'application — > A, il existe a G / tel que 

ù.v = 1 + a. 

On regarde a comme une fonction analytique sur Y. Par définition du tube ]X[, on a que, 
pour tout x G]X[ : 

\a(x)\ < 1. 

La fonction 1 + a est donc inversible sur cet ouvert et son inverse est la série : 



n=0 



qui converge. 

L'inverse de û est alors 



u 



v(l + a)~\ 



□ 



Pour tous i, j des éléments de A on note Vij G Aij l'inverse de Uij. On choisit alors des 
relèvements de ces deux éléments que l'on note ; 



On sait grâce au lemme [2.1.2| que 

ù l3 er(]x tJ [,^ x[ ). 

De plus pour tous i, j, k éléments de A, on regarde : 

Uij .Vik.Ujk. 
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Comme (w) est un cocycle, la réduction modulo Iyk de ce terme est égale 1. Il existe 
donc bijk G Ujk tel que : 

Hij-Vik.Ujk 1 ~\~ bijk. 

A partir de là, dans r(]Xjjfc[, &]x[), il existe y^k tel que 

ûij.û^.ûjk = (1 + b ijk ).(l + a^y 1 = 1 + yijk- 
De plus, il est clair que pour tout x g]JQj&[, on a : 

\yi jk (x)\ < 1. 

Comme ci dessus : 

no n 
\n-l yijk 



c ijk := logiuij.u^.Ujk) = 



n 

n=l 



converge sur 

On note 01% le recouvrement admissible de ]X[ par les ouverts }Xi[ [§, 1.1.14]. On consid- 
ère alors le bicomplexe C*(Hk, ^jx[)- On note d la différentielle provenant de la différentielle 
du complexe £R x r et S celle qui provient du complexe de Cech. On considère alors le com- 
plexe simple associé, encore noté C*Ç&k, ^]x[)i mun i de sa différentielle définie sur le terme 
C p (ïi K , tt q ]x[ ) par : 

A = ô + (-ï) p d. 

On construit un élément 

Cl (u) g c 2 (a K , Qf x[ ) = c°(a K , tf x[ ) © c\a K , nj x[ ) © c 2 (a K , û ]x[ ) 

en posant : 

Cx{u)i = 0, 
ci(«)jj := diùij).^ 1 G C^iXi^fi] 1 ^), 

et 

ci(w)iifc := -log^j.u^.ûjjfc) G C 2 (il A ', 
Il est clair qu'avec les notations ci-dessus on a : 

A(ci(u)) =0. 

Notons que l'élément ainsi construit dépend du choix de nos relèvements ; nous allons 
montrer cependant que sa classe dans H 2 (il A , ^it x A n'en dépend pas. 
Soient (u) G C\ii x , Û* x ) et (9) G C (ii x , Û* x ). On pose : 

(2.A) u' = u.5{9). 

Comme précédemment, on choisit pour tout i G A, des relèvements 0$ G ^ de 9i. Le lemme 



2.1.2| nous dit que la fonction 9i est inversible sur )Xi[. On pose : 



(2.B) Ci = ^€C°(H Kl ^ x[ 

9i 
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De plus l'équation |2.A| nous dit que pour tous i,j G A, si ûij et ûL sont respectivement 
des relèvements de et u'^, il existe G r(]Xy[, @\x\) tel que pour tout x G]Xy[ on ait 
1^(^)1 < 1 et que : 

Oiû'ij = 9jUij(l + aij) 

où 6i et 9j sont vus comme des éléments de r(]Xy[, &\x\) par les flèches de restriction 
évidentes. 

On pose alors : 

(2.C) & = - log(l + a l3 ) G C\ii K , Û ]x[ ), 

où le log est défini comme précédemment. 
Les formules |2.B| et |2.C| définissent : 

C G C\il K , Qf x[ ) = C°(il K , nj x[ ) © C\H K , 0]xù- 

Lemme 2.1.3. Avec les notations ci-dessus, on a : 

c 1 (u')-c 1 (u) = A(C). 
DÉMONSTRATION : On a le diagramme suivant 



C (iXjej tif X [) 

On va calculer A(£). On a : 



<f0 f 




C 2 (il x ,%[). 



A(C)y 



A«J,- = </(^l = 0. 

f- -f + dlog(l + a y ) 



A(C) 



ïjfc 



log 



dju' ij.9 k u ik .9ju' j k 



l0g{Uij.U ik .u jh ) - log(«V<fc 



□ 



On a donc montré que l'élément Ci(w) G HI 2 (.Uk-, f^r) ne dépend ni du représentant du 
cocycle choisi ni des choix de relèvements (ce dernier cas est obtenu en prenant pour 6 le 
cocycle trivial : 9i = 1). 

On construit donc bien ainsi une application 

H\X,û x )^M 2 (U K ,œ xl ). 
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Il est clair que cette application est compatible au raffinement du recouvrement il. 
De plus, d'après le théorème B |fï5|| , on sait que : 

Hl g {X/K) = M 2 (]X[,tf x[ ) = H 2 (il,fif x[ ). 

Grâce a un plongement diagonal, on peut alors montrer que l'application ainsi construite 
ne dépend pas du choix du plongement. On note donc : 

Cl , rig :H\X,û* x )^H 2 Hg (X/K), 

l'application obtenue. 

Proposition 2.1.4 (Fonctorialité). Soient X et X' deux k-variétés propres et f : X' —* X 
un morphisme. Pour tout faisceau inversible & sur X on a : 

Cl,rig\f ) f ^X,rig\^ )• 

Démonstration : La démonstration se fait par un calcul classique. Nous n'allons cepen- 
dant pas le développer ici car nous allons donner plus tard une définition cristalline des 
classes de Chern et la fonctorialité sera alors évidente. 

Proposition 2.1.5 (Multiplicativité). Soient X une k-variété propre et deux faisceaux 
inversibles & et sur X , on a : 

C\,rig{^ ® & ) — c l,rig{^) + c l,rig{^')- 

L'application C\ )Tig est donc un morphisme de groupe. 

DÉMONSTRATION : On choisit un recouvrement il qui trivialise les deux faisceaux. Dès 
lors en notant (u) et (u') des cocycles représentant respectivement & et J?', le faisceau 
® J?' est représenté par le cocycle (u.u'). En choisissant (u) et (u f ) des relèvements de 
(u) et (vf) respectivement, on a : 

ci(u.u)ij = d(û i j.û[j)Xûij.û' ij )'' 1 = Cx(u)ij + ci(u')ij. 

et 

Ci(w.w')y fe = —logÇuijU'ij.U^U'u. -ÙjkÙ'jk) = c l( u )ijk + Ci(u')ijk- 

□ 

Proposition 2.1.6 (Extension des scalaires). Soit K' une extension de K , d'anneau des 
entiers Y' et de corps résiduels k' . Pour tout faisceau inversible & sur X on note le 
faisceau inversible sur X' = X x k k' obtenu par changement de base. Le morphisme 

H 2 ig (X/K) -> H 2 rig {X'/K') 

envoie alors Ci )r j g (Jzf) sur Ci %r i g (Sf'). 

DÉMONSTRATION : Il est clair que toutes nos constructions commutent aux changements 
de corps de base. □ 



Par la suite, on pourra donc choisir pour Y un anneau de Cohen associé à k. 
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2.2. Les autres classes. Nous allons suivre la méthode classique |T3| afin de construire 
les autres classes de Chern d'un faisceau localement libre. 

Nous allons calculer la cohomologie rigide d'un fibré projectif sur une base propre. Plus 
précisément on se donne X une fc-variété propre et S un faisceau localement libre de rang 
r. On note alors P = F (S 1 ) le fibré projectif associé, p : P —>■ X la projection et 



i = cW^p(1)) G Hî ig {F/K). 
On peut alors regarder £ comme un morphisme dans D + (Xz ar ) '■ 

Ç:Z x ^Rp*WT rig (F/K)[2), 
où Zx est le faisceau constant Z sur X. Par cup-produit on a alors : 

f :Z x ^Rp,RT rig {F/K)[2i}. 
Enfin on a le morphisme de fonctorialité : 

RT rig (X/K) ^RpMV rig (F/K). 
On en déduit alors le morphisme dans D + (X Za r) '■ 

r— 1 r— 1 

(2.D) 0f : ($RT ng (X/K)l-2z] - RpML rig (F/K) 



i=Q 



i=0 



Proposition 2.2.1. Avec les notations précédentes, l'application ( 2.L ) est un isomor- 
phisme. 

DÉMONSTRATION : La démonstration est classique. La question étant locale, on peut 



supposer que S 



x 



. On se donne alors une immersion fermée X <^-> <3f dans un "V- 



schéma formel lisse. On a alors le diagramme commutatif suivant : 




Spec (k) 

Le faisceau ffw (1) se relevant en 6 



spf(r) 



Spm (K) 



'1), on est ramené au lemme suivant : 



Lemme 2.2.2. Soit X un affi,noide, la flèche définie comme précédemment 



r-l 



0î%/jc[- 2 *]->Kp.«Ï 



•x/K 



i=0 



est un isomorphisme 
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DÉMONSTRATION : La démonstration est analogue au cas analytique complexe ^7|. Ce 



résultat peut être obtenu directement en utilisant un théorème de type GAGA relatif en 



géométrie rigide 2.8]. Il suffit pour cela de voir que la démonstration de |25| se recopie 
dans notre cas. 

□ 

Corollaire 2.2.3. Avec les notations ci-dessus, on a pour tout n la décomposition suiv- 
ante : 

r- 1 
i=0 

On définit les classes de Chern supérieures comme dans le cas classique. On applique la 



décomposition du corollaire |2.2.3| à £ r et on obtient : 



(2.e) e = ^r(-iy +i c^)f -\ 

avec 

Cl {£) e H%{X/K). 

Définition 2.2.4. Avec les notations précédentes, pour < i ^ r on appelle i-ème classe 
de Chern de S la classe On pose de plus 

cq{S) = 1 dans H° rig {X/K). 

REMARQUE : En appliquant ce que l'on vient de voir à un fibré inversible & , on retrouve 
notre première classe de Chern. En effet la décomposition |2.Ej devient alors : 

Or la fonctorialité de Ci r j a nous donne 

On conclut en utilisant que p* est injectif. 

Proposition 2.2.5 (Fonctorialité). Soient X et X' deux k-variétés propres et f : X' —* X 
un morphisme. Pour tout S faisceau localement libre de rang r sur X et tout i, on a 

ci(/v) = r*(s). 

Démonstration : On note P' = P(/*(<f)) et £' = ct(ûr(l)). La fonctorialité de la 
première classe de Chern nous assure que 

c = rt 

On applique alors /* à la décomposition [2.E| . Le morphisme /* étant compatible au produit, 
on obtient dans H% g (F'/K) : 



r = £(-i)T^K /r ~' 

i=l 
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La décomposition étant unique on a : 

□ 

Remarque : La définition utilisée pour la cohomologie rigide ne permet pas d'utiliser la 
méthode classique |Ï2| pour démontrer l'additivité des classes de Chern. Nous différons 
donc la démonstration de cette propriété à la section suivante. 

3. Construction cristalline et comparaisons 

Après avoir fait quelques rappels sur les topos cristallins de niveau m, nous construisons 
des classes de Chern à valeurs dans ces derniers en nous inspirant du cas cristallin classique 
(de niveau 0) (TIJ. Cela nous permettera de donner une construction cristalline des classes 
de Chern rigides construites précédemment. Cette formulation permet d'appliquer la méth- 



ode classique |Ï2[ [LÔ|] pour démontrer l'additivité des classes de Chern en se ramenant à 
une situation universelle. 

On établira aussi un théorème de comparaison avec les classes de Chern à valeur dans 
le topos convergent [|T^ . 

3.1. Les topos m-cristallins. Nous allons énoncer les principaux résultats sur la coho- 
mologie cristalline de niveau m. Pour de plus amples informations on pourra consulter . 
Il sera aussi utile pour les puissances divisées de niveau m de regarder @. 

On fixe une fois pour toutes un nombre premier p. Commençons par rappeler la définition 
d'un m-PD-idéal et de l'enveloppe à puissances divisées partielles de niveau m. On trouvera 
un exposé détailé de cette théorie dans |7|, 1]. 

Définition 3.1.1. Soient A une 'L^-algèbre, I C A un idéal et m ^ un entier. On 
appelle structure partielle d'idéal à puissances divisées de niveau m sur I (m-PD-structure) 
la donnée d'un PD-idéal (J, 7) C / tel que 

J(P") + p l C J. 

Définition 3.1.2. Soient A une 7L(, p y algèbre et I C A un idéal quelconque. Il existe une 
A-algèbre P m (I) et un m-PD-idéal I C P m (I) tel que IP m (I) C /, qui soient universels 
pour les morphismes de A dans un anneau A' envoyant I dans un m-PD-idéal V . Cette 
algèbre munie de son m-PD-idéal est appelée l'enveloppe à puissances divisées partielles de 
niveau m de (A, I). 

Remarque : On a le diagramme commutatif suivant : 

P m (I) 



A A/L 

Soit C un anneau de Cohen pour k. On rappelle 1.1.2.4] qu'il existe une unique 
structure de PD-idéal sur l'idéal maximal de C notée 7. On note S = Spf(C). Dans 
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toute la suite nous ne regarderons que les topos cristallins de base S car c'est eux qui 
interviennent dans la comparaison avec la cohomologie rigide. 

Définition 3.1.3. Soient X un S-schéma sur lequel p est localement nilpotent et m G N. 
On appelle site cristallin de niveau m de X relativement à (S, (p), 7) et on note Cris m (X/S) 
le site ayant pour objets les S -immersions fermées U T où U est un ouvert de X , p est 
localement nilpotent sur T et où l'idéal définissant ces immersions est muni d'une m-PD- 
structure compatible à 7. 

Par la suite nous appellerons topos cristallin de niveau m et nous noterons (X/S)™ is le 
topos associé au site Cris m (X/S). 

Remarque : pour m = on retrouve le topos cristallin classique. 

Il est possible de donner une description des objets du topos cristallin de niveau m 
similaire à celle que l'on a pour le topos cristallin classique. Pour définir un faisceau & 
du topos cristallin de niveau m, il suffit de donner pour tout élément (U, T) du site m- 
cristallin, un faisceau zariskien ^oj,t) (noté aussi J^r) sur T ; ces données étant assujetties 
à des hypothèses de compatibilités similaires à celles du cas classique. 

On peut de cette manière construire les faisceaux suivants : 

- Le faisceau &xis es ^ défini par : 



Nous allons maintenant étudier comment se comportent ces topos quand on fait varier 

m. 

Proposition 3.1.4. Pour tous m, m' avec m ^ m' il existe un morphisme de topos : 



(@x/s)(u,t) = 





H m~cris( X ) '■= H% {{ X I ' S )'crisi @X/s)- 




! < m" on a : 




! W 



Ces morphismes sont donnés de la manière suivante 
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- pour tout S' dans (X/S)< s et tout (U,T, J) e Cris m (X/S) on a : 

T{{U,T),i* m , tm £') = T{{U,T),g>) 

en utilisant que l'idéal J? définissant la m-PD-structure de définit aussi une m'- 
PD-structure sur J' . 

- pour tout S dans {X/S)™ is et tout (U,T, J) e Cris m '(X/S) on a : 

T((U,T),i m ,^g) = T((U,T m ),g) 

où T m est l'enveloppe à puissances divisées de niveau m de / compatible aux puis- 
sances divisées définissant la m'-PD-structure de J 1 . 

On construit alors un morphisme canonique 

11 ■ J9 m ' i n /? m 

u m / ,m ■ ^X/S ( m' ,m* cy X/S 

qui est donné sur un épaississement (U,T) par le morphisme canonique ff? — * &T m - Le 
morphisme i m \ m devient ainsi un morphisme de topos annelés. 

Pour finir avec ces généralités sur les topos m-cristallins, notons qu'il existe, comme dans 
le cas classique, un morphisme de projection sur le topos zariskien : 

U X/S '■ \X/ S)™is ~* Xzar-, 

ainsi qu'un morphisme d'inclusion du topos Zariskien dans le topos m-cristallin : 

^X/S '■ X Zar — > {X/S)\ 



)m 
cris' 



Lemme 3.1.5. Pour tous m, m' avec m ^ m' on a les diagrammes commutatifs suivants : 

um /s ^ m / s 
(X/ S)™ is ^ X Zar e t X Za ,r " (X/ S)™ is 



(X/ S)™. is X Zar - X Zar '*■ (X / S)™ is . 

3.2. Classes de Chern m-cristallines. Nous allons généraliser la construction de flï(] 
cas des topos m-cristallins. On se fixe m G N, avec les notations précédentes, on a , comme 
dans le cas de la cohomologie cristalline de niveau 0, une suite exacte dans (X/S)™ is : 

On considère le cobord de cette suite exacte qui nous fournit un morphisme dans D + ((X/ S)™ is 

(3.A) C(^*)[l]^(l + ^ /s )[2]. 

L'élévation à la puissance p m nous donne un morphisme : 



au 
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L'idéal J?xis es ^ mun i d'une structure de P-D-idéal, on peut donc construire un loga- 
rithme. En le composant avec le morphisme précédent on obtient : 



i + 



m 

X/S 

l + x) 



'va 

' X/S 

log((l + x)P" 



En composant |3.A| avec ipm, on obtient 



(3-B) c lim :C(^)[l]- A"/s[2]. 

Par suite en composant avec ^fx/s ~ * ^x/s e ^ en P assan t à la cohomologie on a 



(3.C) 



ci, m : H\X 



m- 



Proposition 3.2.1 (Fonctorialité). Soient X et Y deux k-variétés, f : X — > Y un mor- 
phisme et & un faisceau inversible sur Y , on a 

Démonstration : La preuve de notre proposition découle directement du diagramme 
commutatif suivant : 

fm 



)m 
cris 



U x/S 
Xzar 



l Y/S 



Y- 



Zar 



et du fait que les suites exactes utilisées sont fonctorielles. 



□ 



Maintenant que l'on a construit la première classe de Chern d'un faisceau inversible, 
nous allons en déduire les autres par la méthode habituelle [p~3|| . 

On se donne S un faisceau localement libre de rang r sur X, on note P = P(<f ) son fibré 
projectif et ^p(l) le faisceau canonique sur ce dernier. Le morphisme structural de P sera 
noté p : P -> X. 

On a alors le diagramme commutatif de morphismes de topos suivant : 



(P/5)S 

u r/s 
^Zar 



(X/S)l 

u x/s 
Xzar- 



On note 

e = c lim (^ P (l))G^_ c „ s (P). 
On peut alors voir pour tout i, comme un morphisme dans D + ((X / S)™ is , Ab) : 

e-.zx^^s^/sïn 
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De même, le morphisme p™ is nous donne un morphisme : 
On en déduit alors comme dans le cas classique : 

r— 1 r— 1 

(3-D) e : *? /5 [-2i] - 

i=0 i=0 

On a alors la proposition suivante : 



Proposition 3.2.2. Avec les notations précédentes, l'application ( \3.L\) est un isomor- 
phisme. 

Démonstration : On remarque que, la question étant locale, on peut supposer que 
S = & r x et qu'il existe une immersion fermée de X dans Y un ^-schéma formel lisse. En 
notant l'enveloppe à puissance m-divisée de cette immersion on a le diagramme : 

r x «p 



X ^$ 

Dans cette situation, la cohomologie m-cristalline se calcule comme la cohomologie de De 
Rham de l'enveloppe à puissances divisées. Le faisceau G^r (1) se relevant en 6^ (1) on est 

ramené au même problème pour la cohomologie de De Rham de P r sur ^5. La proposition 
est connue dans ce cas. 

□ 



Corollaire 3.2.3. Avec les notations ci-dessus on a pour tout n la décomposition suivante : 

r-l 

fjn Cp) — fjn—2i ( V\ 

m—cris\ ) \±y m— cris \ ) ' 

i=0 

On définit les autres classes de Chern comme dans le cas classique. On applique la 
décomposition du corollaire |3.2.3| à £ r et on obtient : 

r 
i=l 

avec : 

Q,m(^) £ H^_ cris (X). 
Par définition Ci(S') est la i-ème classe de Chern de S . 

Remarque : Comme dans la section ^ on note cq($) = 1 dans H^_ cris (X) . 
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Nous allons nous intéresser à l'additivité des classes de Chern définies ci-dessus. La 
démonstration utilisant une comparaison avec la cohomologie de De Rham, nous nous 
contenterons de regarder la situation après tensorisation par Q []. 

Plus précisément, on note 

W miQ (X) := H\{X/S)™ is , û x/s ® Q) 
et, pour tout faisceau localement libre S sur X 

c?, m (<?) e H% Q (X), 

la i-eme classe de Chern définie comme ci-dessus. 

Proposition 3.2.4 (Additivitée). Soient X une k-variété, S , S" et S" trois faisceaux 
localement libres tels que l'on ait la suite exacte : 

-> S' -> S -f S" -f 0. 

On a alors pour tout m et tout i on a dans H^q(X) : 



c 



{&) — C f,m(^') c ?-j,m(^"') 
3=0 



DÉMONSTRATION : La fonctorialité de nos constructions permet de les généraliser au 
cas des variétés simpliciales. On peut donc appliquer la méthode classique [Ï2|, pp 217- 
224] qui consiste à se ramener à une situation universelle. Remarquons que notre théorie 
cohomologique ne vérifie pas les axiomes demandés par loc. cit., cependant poour ramener 
l'additivité des classes de Chern à la situation universelle sur B.GL on n'a besoin que du 
corollaire |3.2.3| . A partir de là, on ne regarde que des variétés lisses relevables. On déduit 



donc notre proposition du résultat similaire en cohomologie de De Rham. 

□ 



Proposition 3.2.5. Soient X une k-variété et S un faisceau localement libre sur X . Pour 
tous m, m' avec m ^ m' , on a pour tout i : 

<Pm>, m C t , m >{£)=p l{m '- m) C hm {g) 

où (f> m ',m '■ H 2i ((X/S)^ is , 6 xi s) — » H 2i ((.X/S)™ is , &x/s) est I e morphisme induit par u m \ m . 

DÉMONSTRATION : Il suffit de le voir pour la première classe de Chern d'un faisceau 
inversible. Ce dernier cas découle directement de la définition. 

□ 



1 Soient X une fc-variété et le pull-back par le m-ieme itéré du Frobenius de k. Pour tout faisceau 

localement libre S sur X, on notera <§ m sont pull-back sur X^ m >. Il semble clair alors que la classe de 
Chern a^ m (<S > ) à valeurs dans H^(X) soit l'image de la classe Cifi{é>^ m ') par le morphisme 

F r * n :H^ s (X^)^H^_ crls (X\ 

dont on trouve la définition dans JH], On déduit alors de l'additivité des classes de Chern cristallines de 
niveau 0, l'additivité des classes de Chern m-cristallines. 
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3.3. Le topos (X/S)' ris . Nous allons construire un topos permettant de calculer la co- 
homologie rigide de manière cristalline. Ce topos se construit comme le topos associé à un 
diagramme de topos |2|, IV, 7] ou |Ï4[ VI]. Le cas particulier nous intéressant, à savoir le 
cas des systèmes inductifs de topos est repris dans |22|, II]. 

Définition 3.3.1. Avec les notations précédentes, on notera (X/ S)' cris le topos associé au 
diagramme de topos ((X/S)™ is , z m ', m ) m6 N- 

Notations : On notera souvent un objet de ce topos de la manière suivante 

= (jr° < <- & m < ). 

On pose alors : 

les flèches de transition étant, pour m ^ m', les morphismes u m ^ m définis précédemment. 
De la même manière, on pose : 

<^X/S ~ K^X/S ^x/s ) 

On considère alors le topos (X/S)* cris comme annelé par & x i s - On a les morphismes de 
topos annelés suivants : 

Pm : ((x/s)™ is , e% fs ) -> ((x/sy cris , Û x/S ). 



m \ 
cris) 



Le lemme |3.1.5| nous dit que les morphismes de topos 

u% /s : (X/S)™ is -> X Zar (resp. i^ ts : X Zar - (X/S) 

permettent de construire un morphisme de topos : 

u x/s '■ (X/S) cris —> X Zar (resp. i x j S : X Zar — > (X/S) cris ). 

De même, les foncteurs sections globales T((X/ S)™ is , — ) : (X/S)™ is — > (Ens) donnent 
naissance à un foncteur : 

r-((x/sy cns ,-):(x/sy cns ^(En S y. 

De plus, l'égalité de foncteurs : 

r((x/s)™ is ,-) = r(x Zar ,-)o Ux ; /s * 

implique que : 

T'((X/Sy ms ,-) = T'(X' Zar ,-) ou' x/Sif 
où T'(X Zar , — ) est le foncteur de X* Zar dans (Ens)' défini de la même manière que 

T'((x/sy cns ,-). 

Remarque : On fera attention à ne pas confondre les foncteurs T*((X/ S)' ris , — ) et 
T*(X Zar , — ) avec les foncteurs sections globales des topos (X/S)' ris et X Zar . On a cepen- 
dant 

T((X/Sy cns , -) = lim oV((X/Sy cris , -) et T(X' Zar , -) = lim oV'(X Zar , -). 
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Notations : Par la suite, nous noterons Mr cris .(X) le complexe Elim ((Ru X / s ^Ô' x/s )®Q) 
et 

H* crts .(X) := H*(X Zar , (Ru' x/S û' x/S ) ® Q) = H^Xz^M^^iX)). 

3.4. Interprétation cristalline de la cohomologie rigide. Les définitions précédentes 
permettent d'énoncer l'interprétation cristalline de la cohomologie rigide. 

Théorème 3.4.1 (Berthelot). Soit X une k-variété propre. En reprenant les notations 
précédentes on a 

RT rig (X/K)^RT cns .(X). 

DÉMONSTRATION : Remarquons juste que la démonstration de ce théorème utilise un 
calcul de la cohomologie m-cristalline à l'aide de la cohomologie de De Rham qui ne se fait 
qu'a torsion prés, il est donc nécessaire de tensoriser par Q. La démonstration se trouve 
dans [§]. □ 

En passant à la cohomologie on obtient : 

W rig (X/K)^Hi ris .(X). 

3.5. Construction des classes de Chern sur (X/S)' ris . La construction est similaire 
à celle des classes de Chern m-cristalline. 

Avec les notations précédentes, on a la suite exacte dans (X/ S)' ns 



Pour le démontrer il suffit d'utiliser la famille conservative des p~ x . On obtient donc un 
morphisme dans D + ((X / S)' ris , Ab) : 

*;ra[i]-(i + ^x /5 )[2]. 

En projetant ce dernier sur le topos zariskien on obtient dans D + (X* ar , Ab) le morphisme : 

(3.E) (^)'[l]^M^(l + ^ /s )[2]. 

Cependant, les morphismes ip m définis précédemment ne construisent pas un morphisme 
sur les systèmes projectifs car ils ne commutent pas aux flèches des systèmes projectifs. 
On considère le système projectif : 

(l + ^X/5)(l) = (l + ^/5^---^l + ^A75- Z ----) 

où les flèches de transition sont l'élévation à la puissance p des flèches classiques. 
Les morphismes ipm définissent alors : 

^:(l + ^/5)(l)-«/V 
Après projection sur le topos zariskien, on obtient : 

Mx/sAO- + =^/s)(l))[2] - R«W/£/s)[2]- 
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En utilisant composant cette dernière avec la projection du morphisme J? x 



x/s 



x/s- 



on 



a : 



(3-F) + ^x/5)(l))[2] - Mu' x/S ^' x/S )[2}. 

On peut d'autre part construire un morphisme de (1 + ^ x /s)^X) dans 1 + JP^is défini 
par l'élévation à la puissance p m en degré m. 

On remarque alors que ce morphisme induit après tensorisation par Q un isomorphisme 
d<msD+(X' Zar ,Ab): 

(3.G) Rt£/s*((l + ^x/sW) ® Q + ^x/s) ® Q- 

En composant |3.E| , l'inverse de |3.G| et on obtient, après passage à la limite : 



(3-H) Cl ,.:(^)[l]^Rr c „ s .(X)[2]. 

Par suite en passant à la cohomologie on a : 

(3.1) c x> .:H\X,û x )^Hl i8 .{X). 

Comme dans le cas m-cristallin, la première classe de Chern permet de calculer la coho- 
mologie des fibrés projectifs. On peut donc construire classiquement les autres classes de 
Chern. 

Remarque : Comme dans la section [|, on note Cq(<§) = 1 dans H® ris9 (X). De plus, si S 
est un faisceau inversible, on retrouve la première classe de Chern construite auparavant. 

Proposition 3.5.1. Les classes de Chern Ci t , vérifient les propriétés d'additivitée et de 
fonctorialité. 



DÉMONSTRATION 

m-cristalline. 



Cela se démontre comme les énoncés similaires pour la cohomologie 

□ 



3.6. Comparaison avec les classes de Chern rigides. Nous allons voir que les classes 
de Chern que nous venons de construire coïncident avec les classes de Chern rigides définies 
à la section [|. On se donne X, une /c-variété propre, ainsi qu'un plongement X <^-> <3f dans 
un schéma formel sur S = Spf (C) lisse au voisinage de X. 

Proposition 3.6.1. On a le diagramme commutatif suivant : 



-^cris» C^O 



H\X, 




H^(X/K). 
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où Ci,, est le morphisme [5J] et la flèche verticale se déduit de celle de \3.4-l - 
DÉMONSTRATION : 

Corollaire 3.6.2. Les classes de Chern rigides vérifient la propriétés d'additivité. 



Nous allons, comme dans |TT|, réinterpréter la construction de nos classes de Chern 
cristallines à l'aide de faisceaux Zariskiens. Nous utiliserons alors des résolutions de Cech 
afin de les comparer avec la définition de la section ||. 

Dans D + (Xzar) nous noterons avec un Q en indice les complexes obtenus après tensori- 
sation par Q. 

On notera Y n la réduction modulo p n+1 de pour tout m et tout n, on note alors ty™ 
l'enveloppe à puissance m-divisée de l'immersion de X dans Y n , sa complétion p-adique 
et ^P* le système projectif associé. 

On regarde le complexe de De Rham et le complexe de De Rham multiplicatif dans X* Zarl 
à savoir : 



et : 



Qt = ff- -^U ni —> ni 



«p»/s çp» çp»/s y/s 



et on note >%f^., s (resp. ^^.^ s ) I e noyau de l'application de complexes 

(resp. n% . c -> (£*)•). On rappelle que ^ m est l'idéal de X dans § m . 
De plus, comme précédemment, on note : 

(1 + J?')(l) = (1 + J?°J^1 + J? 1 ^ ^- 1 + J m ) 

et : 

P r^i P P r^i P 



m - roi. <J— <J— ■ ■ ■ ^— n i ~ ^— • • ■ l 



Enfin on pose : 



■*£. /s (1) = (i + -n(i) ^ - n|. /fl (i) 



On a alors un morphisme : 



défini par les applications : 



et 



p m log : (l + ^ r 



Avec ces notations on a le diagramme commutatif suivant dans D + (X' ar ) : 
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^x/sÀ^xM —2- ^/5*(l + ^x/ S )q[2] 



(^)-[l] 



lu x/s ^(l + J? x/s )(l)) Q [2] 



(•*£ /s (1))q[2] 



^ X/S *(0 X/S M2] 



(%. /s hm 



La première classe de Chern étant, par définition, l'application induite sur la cohomologie 
par la première ligne du diagramme, elle peut être calculée par la deuxième. Nous allons 
maintenant en faire un calcul explicite à l'aide de cocycles de Cech. 

On sait que pour tout a G ^(X, G x \ il existe un recouvrement il de <3f tel que a soit 
l'image d'un élément (encore noté a) de iP(ilx, 



' x, 



Notations : on reprend les notations de la section ||. On notera de plus, ^ m l'idéal de 
Xi dans $™ et if = Y$?,Sr). De même, on note $™ = Spf(P>). En notant P™ 
l'enveloppe à puissances divisées de niveau m de Ii/p n+1 Ii) où U est l'idéal de 



Ai dans 4, ona 



lim PI 



On a alors des morphismes : 

*? : Pr - Ai. 

On notera pour tout m' > m, e™' m la flèche entre P/ 71 ' et P™. Dans le cas particulier où 
m' = m + 1 nous la noterons simplement s™. 

Avec ces notations, <r est donc représenté par un cocycle Uij G ^(iix, & x )- On regarde 
donc le cocycle u™ G C^il, (^)*) défini par = tt^ pour tout m. Ce cocycle définit 
une application dans D + (X Za r) '■ % (<^x)*[l]- Nous allons montrer que l'application de 
D + {X Zar ) 

obtenue comme composition de cette application avec la deuxième ligne du diagramme 
précédent est représentable par un cocycle de C 2 (iX, <S> Q). 

Définition 3.6.3. Avec les notations précédentes, pour tout x £ Ai on appelle relèvement 
compatible de x une famille (x m ) G Tlm^Pf 1 telle que : 

- pour tout m on ait ix™(x m ) = x 

- pour tout m' > m on ait e™ 1 '™ 1 (x m ') = x m . 
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Le diagramme commutatif suivant : 
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montre que pour construire un relèvement compatible, il suffit de relever x dans séi et 
d'utiliser les morphismes séi — > P™. En particulier, il existe toujours des relèvements 
compatibles. 

On appellera système compatible un élément vérifiant la deuxième condition. 



Il; 



Soit (m™) G II me N-Pj™ un relèvement compatible de Uij — ., /r 
Lemme 3.6.4. Avec les notations précédentes, û™ est inversible dans P™. 
DÉMONSTRATION : On relève aussi (m^) -1 de manière compatible en v^. On a alors : 



De plus, ijy étant un m-PD-idéal, pour tout x G 1^ et tout k G N, on a : 



x k = q k \x {k]r 



où k = p m qk + r k et ^ r k < p m . A partir de là, on voit que x k tend p-adiquement vers 
quand k tend vers l'infini. Comme est complet, la série : 



k=0 



converge vers (1 + x™) 1 . L'inverse de u™ est donc : 



~m 



k=0 



□ 



REMARQUE : ce lemme est l'anologue m-cristallin du lemme [2.1.2 



De plus il est clair d'après la définition que x™{ et donc (u^) sont des systèmes com 



patibles. A partir de là, on considère : 



g c 1 (n, ni 



et : 



= ^-ra- 1 .^ G L7 2 (il, 1 + 



L ij-\ a ik) 
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Ils définissent donc un élément de C 2 (il, J(f£ , ). Des calculs similaires à ceux de la section 

H montrent que si on modifie les relèvements choisis ou le choix du cocycle, on modifie cette 
classe d'un cobord. On obtient donc bien une application dans la catégorie dérivée : 

Z -> Jf~ x ; [21. 
y/s 1 J 



On inverse alors, après tensorisation par Q, le morphisme J£ç? (g) 



--*£ /ff (i)®Q 

en considérant le morphisme qui est défini en degré m par la division par p m . On obtient 
donc le cocycle : 



On conclut alors notre calcul en utilisant l'application égale en degré m à la multiplication 
par p m sur la première composante et p m log sur la deuxième. Ce qui nous donne : 



l,log(u ..(u tt> 



m (~m\ — 1 JT"î \p' 



.'U 



eC 2 (il,Q|. /5 ) 



Ce cocycle correspond, par le morphisme du théorème |3.4.1| , à celui qui a été construit 
à la section^]. □ 



Corollaire 3.6.5. Soit X une k-variété propre, on a le diagramme commutatif suivant : 

H 2 ((X/S) ms ,0 x/s )®Q 



Cl, cris 



Cl, rig 



H 2 Hg {X/K) 



où la flèche c^ cr i S est la première classe de Chern cristalline de [ÏIJ et la flèche verticale 
est celle qui est donnée par 

H 2 rig (X/K) -> H 2 ris .(X) -> H\{X/S) cnS) x ,s) ® Q. 

Démonstration : Grâce à la proposition, il suffit de comparer c* avec Ci )Cr j s . Or cette 
dernière s'obtient à partir de la première en appliquant le foncteur □ 



Corollaire 3.6.6. On a 



via l'isomorphisme de 0.6.7] 

r'2< 



H% g {X/K) — > H 2l ((X/S) conv , X xls ) 
où Ci tConv sont les classes de Chern définies dans Jï§[ A]. 
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DÉMONSTRATION : En notant T = (X, Id x ) on a les isomorphismes : 

Rhm(Ru x/s ^ x/s ) ® Q) Rsp^ x[ (J&/ S )t. 

Dès lors la construction du Ci com , de [Ï9|, A] est la même que celle du ci i# ci dessus. 
Les décompositions de H* ig (F x /K) comme H* ig (X / K)-modu\e et H*((Wx/S) conv , J%p x /s) 
comme H*((X/S) conv , JÉ5c/s)-module étant compatibles, notre comparaison se prolonge 
aux Ci. 

□ 



4. Cas des variétés ouvertes 
Nous allons nous intéresser au cas général. 

4.1. Méthode générale - Les théorèmes de prolongements. Nous allons construire 
la première classe de Chern d'un faisceau inversible en montrant qu'il existe une compacti- 
fication de X sur laquelle on peut prolonger ce faisceau en un faisceau inversible. On pourra 
alors conclure en montrant que la classe obtenue, en revenant, par fonctorialité, dans la 
cohomologie rigide de X, ne dépend pas des choix faits. 

L'ingrédient principal pour montrer l'existence de ces prolongements de faisceaux est le 
théorème de platification par éclatement de Raynaud-Gruson [^4|]. Nous allons avoir besoin 
de terminologie. Soient X une /c-variété, Y une sous-variété fermée et un ^--module. 
Si on note tt : X' — > X l'éclaté de Y dans X, on appellera transformé strict de J£~, et on 
notera TS(J^), le quotient de 7r*(jF) par le sous-faisceau engendré par les sections à support 
dans 7r _1 (y). Il est direct de montrer que le transformé strict d'un faisceau cohérent (resp. 
localement libre) est cohérent (resp. localement libre). 

Passons à la démonstration des lemmes. 

Lemme 4.1.1. Soit X une k-variété, il existe une k-variété propre X et une immersion 
ouverte j : X X telles que Z = X — X soit un diviseur. 



DÉMONSTRATION : D'après Nagata |ï8fl , il existe une k- variété propre Xi et une immersion 



ouverte j\ : X X\. Si on note Z\ = Xi — X, on considère l'éclatement X de X\ le long 
de Z\. C'est encore une k- variété propre. De plus, l'éclatement ne modifiant pas X\ — Z\ % 
ji se prolonge en une immersion ouverte j : X ^ X et Z = X — X est un diviseur. □ 

REMARQUE : Par la suite nous noterons (X,j) la donnée consistant en la variété propre 
X et l'immersion ouverte j : X •— > X. Nous supposerons toujours, sauf mention explicite 
que nos compactifications vérifient la condition du lemme [4 . 1 . 1 1 . 

Théorème 4.1.2. Soient X une k-variété et $ un faisceau localement libre de rang r sur 
X. Il existe une compactification de X, j : X c -> X et S un faisceau localement libre de 
rang r sur X tel que : 
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Démonstration : On se donne une compactification (Xi,ji) de X. D'après jl], 6.9.8], 
on sait qu'il existe S\ un sous-faisceau cohérent de tel que j*(é>i) = $ • On sait alors 

par le théorème de platification par éclatement de Raynaud-Gruson 5.2.2] qu'il existe 
un éclatement i\ : X — > X\ centré hors de X tel que le transformé strict S de ê\ soit plat. 




Or S est cohérent car c'est le transformé strict d'un faisceau cohérent, il est donc locale- 
ment libre. L'éclatement ayant lieu en dehors de X, (X,j) est encore une compactification 
de X et j*ê = S . Le faisceau S est de rang r. □ 

Remarque : si r = 1 Le, si S est un faisceau inversible, on peut démontrer cette propriété 
de manière élémentaire. Comme précédemment, on choisit une compactification (Xi,ji) 
de X et S\ un sous-faisceau cohérent de j\*(é>) tel que j*{<£>i) = S '. Dès lors on regarde les 
fibrés projectifs : 



X^^X X 
On a alors j*(^ P((?l) (l)) = & n g){l). 

Théorème 4.1.3. Soient X, X' deux k-variétés et un morphisme f : X' — > X . Il existe des 
compactifications (X,j) et (X ,f) de X et X' respectivement, telles qu'on puisse trouver 
un morphisme propre f : X — > X de sorte que l'on ait le diagramme commutatif : 



X 



X' 



+ X. 

J 

De plus, si on se donne un faisceau ê localement libre de rang r sur X , on peut choisir ces 
compactifications de sorte qu'il existe un faisceau localement libre S sur X tel que : 

On a alors : 

DÉMONSTRATION : On se donne des compactifications (X,j) et (x[,j') de X et X' 
respectivement. On regarde alors X 2 l'adhérence schématique de X' dans X x X 1 . On note 
alors X la variété obtenue en éclatant le complémentaire de X' dans X 2 . L'éclatement 
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ayant lieu en dehors de X' l'immersion de X' dans X 2 se relève en une immersion de X' 
dans X . On a donc le diagramme commutatif : 




X xX 1 



La flèche / = vro/ 2 est donc propre comme composition de morphismes propres. De plus, si 
on se donne sur X un faisceau localement libre é?, on peut grâce au théorème |4.f .2| choisir 
la compactification (X,j) pour qu'il existe sur X un faisceau localement libre S vérifiant 
= g" . La dernière propriété est formelle. □ 



Théorème 4.1.4. Soient X une k-variété 

-> S' -> 



<T -> 0, 



«ne suite exacte de faisceaux localement libres sur X . Il existe j : X X une compactifi- 
cation de X et une suite exacte de faisceaux localement libres 

-^J' -+1 -> 

sur X , telles que la restriction à X de cette dernière soit la suite exacte dont on est parti.. 

DÉMONSTRATION : On choisit une compactification (X 1 ,j 1 ) de X. Il existe alors un sous- 
faisceau de ju(<?) qui soit cohérent et dont la restriction à X soit S . Nommons un tel 
faisceau S\. On regarde alors la flèche composée : 

p:*i-»ii.(*)->iu(0- 

On pose : 

Ji : = Ker <p et ~ê" := 
On obtient donc une suite exacte : 

-> 1i -> Â -> -> 

où , S\ et sont trois faisceaux cohérents dont les restrictions à X sont respectivement 
S", S et S". _ _ _ 

Comme ci-dessus, il existe un éclatement pi : X 2 — > X\ en dehors de X tel que é> 2 — 
TS (#i) soit localement libre. En posant : 



TS (<f i ) et <f 2 := Ker (<f 2 -> <f 2 
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on a une suite exacte : 



— ► é> o — ► o — ^ & 2 — ^ 0. 



De plus S 2 et d?2 sont cohérents, ^2 est localement libre et la restriction de ces trois 
faisceaux à X est la bonne. On considère alors un éclatement P2 '■ X — > X 2 en dehors de X 
(vu comme ouvert de X 2 ) tel que <f = TS {$2 ) soit localement libre. On procède comme 
précédemment en posant : 



S = p * 2 (g 2 ) et S := Ker [S -> <T 
On obtient alors une suite exacte : 



-> / -> <f -> <f " -> 



où les deux faisceaux de droite sont localement libres par construction (le transformé strict 
d'un faisceau localement libre est localement libre) et celui de gauche comme noyau d'une 
application surjective entre faisceaux localement libres. Les restrictions à X sont toujours 
les bonnes. □ 



4.2. La première classe. Grâce au théorème [4. 1 .2| on va définir la première classe de 
Chern d'un faisceau inversible comme l'image par le morphisme de fonctorialité de la 
première classe de Chern d'un prolongement de sur une compactification. Pour cela, 
nous avons besoin du théorème suivant. 

Théorème 4.2.1. Soient X une variété sur k et un faisceau inversible sur X . Pour 
l G {1,2} on se donne (X^ji) une compactification de X et &x un faisceau inversible 
prolongeant & ' . On a alors : 

hria(ci(^l)) = J2* ^ „(Cl(^2))• 



DÉMONSTRATION : 

Nous allons d'abord nous ramener à deux prolongements de notre faisceau sur la même 
variété. Nous utiliserons pour cela la méthode habituelle du plongement diagonal. On a le 
diagramme suivant : 




X l x X 2 



où il est l'éclatement de l'adhérence schématique de X dans X\ x X 2 en le complémentaire 
de X. Les fonctorialités des classes de Chern dans le cas propre nous ramènent à montrer 
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notre théorème pour (p x o7r)*(#i) et (p 2 O7 0*(^~2), tous deux faisceaux inversible sur X 3 . 
En effet si on note encore a l'inclusion de X dans X 3 on a pour tout l G {1,2} : 

(4-A) JlUM^i)) = «*(P«°T)*(0i(^)) 

(4.B) = a*ci((p,o7r)*^,)- 

De plus, grâce à la multiplicativité de la première classe de Chern, on peut supposer de 
plus que ~W 2 = &x et & = &x- 

On suppose donc donnée une compactification (X, j) et un faisceau inversible tel que 

et on va montrer que j* ig C\(^) = 0. 

Nous allons utiliser un plongement et des calculs à la Cech pour faire la preuve. Comme 
à la section [2|, on se donne une immersion fermée X ■=— > dans un C-schéma formel lisse 
au voisinage de X. On considère sa fibre générique rigide Y. On a donc le diagramme 
commutatif suivant : 

X e X <3S ■* Y 



Spec (k) - Spf (C) Spm (K). 

En appliquant le lemme |2|. |2.1.1| on sait qu'il existe un recouvrement affine fini il de <3f 
tel que le recouvrement induit i% sur X trivialise & . On pose alors % = Spf(«e^) et 
Xi = X H % = Spec (Ai) avec Ai = séijli. On pose Xi = Xi H X et iix le recouvrement 
de X par ces ouverts. Quitte à prendre un recouvrement plus fin, on peut supposer qu'il 
existe f { G A4 tel que Xi soit l'ouvert D(f i ) de Xi. Pour tout i, on choisit alors /, 6 £/j un 
relèvement de f { . 

Remarque : on notera avec un multi-indice i — (io, ■ ■ ■ ,i n ) les mêmes choses définies par 
rapport à l'ouvert % = % D • • • H 

Pour tout multi-indice i = (zo, ... , i n ), X est l'ouvert D(f i . ■ ■ ■ .f in ) de X^. On pose 
donc : 

7- = 7- . ■ • ■ .7- . 

On prend alors comme relèvement de fi dans sé^ l'élément : 

fi ■ fio- ' ' ' - fin 

où fi k est vu comme élément de sé^ Ym l a flèche canonique £^ fc — » 

On choisit alors m un cocycle représentant la classe de & dans if^it^, 



Proposition 4.2.2. Avec les notations précédentes et en notant ci(u) V image de C\(v) 
par l'applicc 
ait l'égalité 



par l'application C 2 (0Xk, ^rW) — * C 2 (Hk, i^rW)> ^ existe C £ C 1 (ili<r,i ^ Q ue ^ on 



d(ti) = A(C). 
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On sait que ce cocyle représente un faisceau se restreignant à &x sur X. Il existe donc 

e e c°(u x , G* x ) tel q ue : 

u = 5{9) 

où u désigne par abus de notation l'image dans C^ilx, @*x) du cocyle u. Pour tout i, 9i 
est un élément iversible de (A)/ , il existe donc k G N tel que pour tout i il existe G Ai 
et 8i G Ai tels que l'on ait dans A^ : 

J i 

HF = *< et 4 = ^- 
Quitte à augmenter et à modifier et on peut supposer que 

De même, par définition de 9, on sait que pour tout i, j G / on a dans . : 

9iU%j 9j. 

Quitte à augmenter de nouveau k, on obtient, dans Ày, en multipliant par /y : 

/% k 

(4.C) f j a i u ij = a j f i . 

On choisit des relèvements 5j (resp. de (resp. dans «s^. On introduit alors pour 
tout < À < 1 les voisinages stricts de ]Xi[ dans )Xi[ : 

où on considère /j comme une fonction analytique sur ]Xi[. Sur ces ouverts, la fonction fi 
est inversible, on peut donc considérer les fonctions : 

ft - 5i 
fi 

Lemme 4.2.3. Avec les notations précédentes, il existe un voisinage strict de \X±[ dans 
]Xi[ sur lequel 9i est inversible. 

DÉMONSTRATION : La réduction modulo U de Oi./3j G ^ est / \ . Il existe donc q G U 
tel que : 

= îT + ^. 

On utilise alors les voisinages standards. On considère une suite d'éléments strictement 
positifs (A n ) tendant inférieurement vers 1 et une suite (r] n ) tendant inférieurement vers 1 
telle que pour tout n on ait : 

*L<1. 

\2k 

On se donne (g^r un système de générateurs de l'idéal Jj. On pose alors : 

v: = {x emifiWi > \ n yr\ gi , r (x)\ Vn }. 

On note V x = U„V^. C'est un voisinage strict de ]Xi[ dans ]Xi[ || 1.2.4]. 
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Pour tout x dans cet ouvert on a par définition : 

Ci , 
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fi 



2k 



< 1. 



Donc pour tout x G V£ „ la série : 



E<-i)'(jp 



=o 

converge. Nous la noterons (1 + c%J La fonction définie sur 

n 



[X 



er 1 = ^. ( i + 



Ci 
(2k 



est donc l'inverse de 9i. 
On pose alors : 

(4.D) 



□ 



dOi 



e 



En relevant l'équation |4.C| dans on trouve qu'il existe bij G iy tel que : 

où ùij est un relèvement de mj servant à calculer la classe de Chern. On définit alors les 
ouverts 

V* = {x e]Xal\\Mx)\ > K,Vr\g ijtr (x)\ ^ Vn}, 
où les gij tr sont des générateurs de 1^. On considère, comme précédemment V$° = U n V^ . 
C'est un voisinage strict de ]Xij[ dans ]Xij[. En voyant tous ces termes comme des fonctions 
sur ]Xij[ puis en se restreignant aux voisinages stricts V£* , on vient de voir que 9j était 
inversible. On obtient alors : 

(4.E) " ' 



etua = 9,11 + ^-e- 1 



h "3 



De même, pour tout x G VV 



1 1 



car étant inférieure à 1, on a 

Donc pour tout x G on a : 



Jij 



< 1. 
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h 



Sur l'ouvert V? J on peut donc définir la fonction : 



On définit ainsi : 

/• r- r<l(i\ A\ /ft _ 

}x[)- 



Cii:=-log(l + ^7 1 j 

(4.F) c^r'iiu,/^- 

En regroupant ^.D| et |4.F| , on obtient : 

Un calcul similaire à celui de |2.1.3| , qui se mène en utilisant l'égalité |4.K| , montre que ce 
C vérifie bien 

ci(«) = A(C). 

□ 

Avec les notations précédentes, c\{u) est envoyé sur zéro par l'application : 

H 2 (ii K ,n^ { ) ^ H 2 (ii K , 3 ^ Y[ ). 

On a donc : 

□ 

On peut donc maintenant définir la première classe de Chern d'un faisceau inversible. 
Définition 4.2.4. Avec les notations précédentes, on pose 

ci(^) :=j*c x ÇW) 

où (X,j) est une compactification vérifiant la condition du lemme et un faisceau 

inversible sur X tel que j*JP = & . 

Proposition 4.2.5 (Fonctorialité). Soient X et X' deux k-variétés et un morphisme f : 
X' — > X. Pour tout faisceau inversible & sur X on a : 

r Cl {&) = c x {r&). 

Démonstration : Grâce au théorème |4.1.3| , on sait qu'il existe des compactifications 
(X,j) et (X ,f) de X et X' respectivement telles que l'on ait le diagramme commutatif 
suivant : 
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De plus, on peut les choisir telles qu'il existe un faisceau inversible & sur X vérifiant 



la dernière égalité venant du fait que l'on a : 



□ 



Proposition 4.2.6 (Multiplicativité). Soient X une k-variété et & et deux faisceaux 
inversibles sur X, on a : 



C X {& ® = Ci(J^) + Ci(^')- 

Démonstration : Cela découle directement de la multiplicativité de la classe de Chern 



dans le cas propre 2.1.5. 



□ 



4.3. Cohomologie de l'espace projectif. On se pose maintenant la question du calcul 
de la cohomologie rigide d'un fibré projectif sur une base quelconque. Soient X une k- 
variété et S un faisceau localement libre de rang r sur X. On sait grâce au théorème 4.1.2| 
qu'il existe une compactification (X,j) de X, ainsi qu'un faisceau localement libre S sur 
X de rang r tel que : 

fi = S. 

On a donc le diagramme commutatif suivant : 



— ^x 

A partir de là, on note P pour F(S') et P pour P(<f ). On note aussi ^p(l) et ^p(l) les deux 
faisceaux canoniques. Si on regarde alors ci(^p(l)) et ci(^p(l)) comme des applications 
dans la catégorie dérivée D + (X zar ), on a le diagramme suivant : 



pMr ng (F/K)[2] 



ci(«%(l)l 




Cl(tfp(l)P 



R P MLriJW/K)i2] 



32 DENIS PETREQUIN 

De même, on a les morphismes de fonctorialité suivants : 

RT ng (X/K) — RpML ng (W/K) 



WT rig (X/K) s- Wp*MT rig (F/K) 

On en déduit alors, par cup-produit, comme dans le cas classique 

0I =O Cl (^p(l))* : m ng (X/K) [-2i] Rp*W: rig (W/K) 



Théorème 4.3.1. Avec les notations précédentes, les applications : 

r r 

©ci(W et Cl (^ P (l)r, 

i=0 i=0 

sont des isomorphismes. 



Démonstration : Le cas des variétés propres a déjà été traité dans |2.2.1 . 

Sinon, l'énoncé étant local sur la base, on peut supposer que S est localement libre. Il 
suffit alors de remarquer que si on se donne une famille cofinale de voisinages stricts de 
]X[ dans ]X[, disons (Vi) ie i, la famille des F v est une famille cofinale de voisinages stricts 
de PJ" x j dans Pf^r- On utilise alors que le morphisme Pi : F v . — » Vi est quasi-compact et 
quasi-séparé et commute donc avec les limites inductives filtrantes [§, 0.1.8]. On est donc 



ramené au cas traité dans 2.2.2. □ 



Corollaire 4.3.2. Avec les notations ci-dessus, on a pour tout n la décomposition suiv- 
ante : 



r-l 



H? ig (F/K) = ($H^(X/K).e 



i=0 



4.4. Construction des q. On définit les classes de Chern supérieures comme dans le cas 
classique. On applique la décomposition du corollaire |4.3.2j à £ r et on obtient : 



r—i 



(4.G) C = j^-l)*"*^ 

i=l 

avec 

*{£) G H% g {X/K). 

Définition 4.4.1. Avec les notations précédentes, pour < i ^ r on appelle i-ème classe 
de Chern de S la classe Ci(é>). On pose de plus 

c (<f) = 1 dans H° Hg {X/K). 
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Remarque : En appliquant ce que l'on vient de voir à un fibré inversible J^~, on retrouve 
notre première classe de Chern. En effet la décomposition |4.G| devient alors : 

ci,„ 9 (^P(jr)(i)) =p*a(&). 

Or la fonctorialité de c\^i g nous donne 

Cl,Hff(^P(Jf)(l)) =P*Cl,rig{^)- 

On conclut en utilisant que p* est injectif. 

Proposition 4.4.2 (Fonctorialité). Soient X et X' deux variétés propres sur k et f : 
X' —y X un morphisme. Pour tout S 1 faisceau localement libre de rang r sur X et tout i, 
on a 

Ci{f*S) = fci{ê). 

DÉMONSTRATION : On note P' = P(/*(<f)) et £' = ci(û r (l)). La fonctorialité de la 
première classe de Chern nous assure que 

? = rt 

En appliquant alors /* à la décomposition |4~G| , on obtient dans H^ g (F' / K) : 



r = ^(-i)7*Q(^)r 



La décomposition étant unique on a : 

Ci{f*S) = f*Ci{ê). 

4.5. Additivité des classes de Chern. 

Théorème 4.5.1. Les classes de Chern définies précédemment sont additives. 
Démonstration : Soient X une variété et une suite exacte de faisceaux localement libres 

-> S' -> S -> S" -»• 0. 



On sait grâce au théorème 4.1.4 qu'il existe une compactification de X, j : X X et une 



suite exacte de faisceaux localement libres sur X 

~S' -> S -> -»• 

telles que la restriction àX de <f (resp. <f' , soit <f (resp. <£", Dès lors on a pour 
tout i 

□ 
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4.6. Action du Frobenius. Soit X une /c-variété. On note F le frobenius absolu sur X. 
Il induit sur les groupes de cohomologie rigide un frobenius : 

<S>:HÏ ig {X/K)^HU g {X/K). 

On a alors 

Proposition 4.6.1. Soit <f un faisceau localement libre de rang r sur X , pour tout i ^ r, 
on a : 

$(q(^))=^q(^). 

Démonstration : Par la fonctorialité des classes de Chern, notre proposition se ramène 
à 

c i {F*S)=p i c i {S). 

De plus, de par la définition des classes de Chern, il suffit de regarder le cas du c± d'un 
faisceau inversible. Or dans ce cas, on a F*S —> S ® p . Notre proposition découle alors de 
la multiplicativité des classes de Chern. □ 
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